Etude de fonction - Cours

# Limites el ordre

tuniTests_ tn

= Solent el g deux fonctions définies sur un inlervalle ouverd |, saul peut-&tre en un réel X, , si

fim f{x) = et im g(x)=¢" el pourtout x de |, différent de x,,1(x) < glx) alors {s{'

= Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peul-&tre en un réel x,, sl
lim g(x) = ||mm::r £ el pour toul x de |, différent de X, hix)<f(x)<glx) alors im ((x)=¢

cmiy weniy
* Opérations sur les limites

Limite d'une somme

Si fa pour limite ] s s 0 = o
Hgawm | £ 0 - s - -
Alum[hg}nmﬁﬂa 8 | wn | e e | Plldll'hlﬂtglnlnlﬂl
Limite d'un produit
(o T il M )| ¢
. Ell [ - ot 1]
ol a0 - 0
+ +x -1 F-'d-rhulht
- - 4 nlnlﬂl
0 B
Tl [ | o

i) Q =0 + 0
% 0 (1] + a0 4
= (A0 i | L -
~ pas de résultat général
o O = 0 4
0 0 0 ‘Pas do résultat
0 0 i} géndral

= Lorsque le lableau ne donne pas de résullat général, on parle souvent de "Forme indéterminde” Las

formes indélerminéas sont de 4 types exprimés sous forme abrégée par @ =, Oxm -:% ut%

¢ Quelgue techniques usuelles pour lever los iIndéterminations

= Mise en facteur du terme prépondérant (dominant) exemple :

Iim_q'dfr: +X=K= lqm_,fdx [T+~—)—:
= lim Jax? [ +_-:q_ lim 2x f1+l_x= um;[zilnl-i]:m
e 4x Roass 4x

= Utilisation d'une quanlité nunjugum exemple :

Im-.f'xT J—d:mwx+ ) (xF 1+ ]—l#n (x+1)=x [ 1

I (Vx+1+Vx) vem (a1 +4x) e (Va1 4 vx) :
= Utilisation d'une factonsation exemple :

=1 _im=d e x+1) Lo exet 3

syt +2%-3 1 (x-10x+3) o (X+3) 4

* Quealgue limites remarguables
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Etude de fonction - Cours

« (im1=£o8% _q lh'nil'ﬁ._;,mx:l jim Sintax) _ o
1 eal) x 5ol ¥ 2 L-s0 ®x

* Continuito

Une fonction [ est continue en a si et seulement si Ii!rrll'l[x} ={la)

* Thioremo des valeurs intarmédiaires

= Enoncée 1
f est une fonction continue sur un intervalle |, a et b sont deux néels de |. pour toul réel k compris
antre T(a) et (b} il exdste au moins un réel c compris entre a el b lel que flcl =k

= Enoncée 2
f est une fonction continug sur un intervalle [ab] et vérfiant f(a)f(b) <0 alors il existe au moins
un réel c apparienant 4 l'intervalle ouvert Ja.b [tel que f(c) =0

* Enoncde 3
f est une fonction conlinug sur un intervalle [ab] et sirictement monolone sur [ab] et védfiant
flalf(b) <0 alors il existe un réel unique ¢ appartenant & lintervalle cuvert Ja,b | tel que f(c) =0

*» Ddrivabilité

= Une fonction [ esl dérivable en X, sl existe un nombre réel ¢ lel que :
fix)=1 =i
i (x {!:.]= im”:“mj :l=
e X=X, L] h
= Lafonction I est dérivable en X, si, el seulement si, I est 4 la lois dérivables 4 droile el & gauche en
X ot (%) =1",(x)
* Derivabllite d'une fonction composea
= [ est une fonction dérvable sur un intervalle | el g une fonclion dérivable sur l'intervalle (1) alors
{g=1) est dérivablesur letona (gel) =1"<(g% 1)

4

* Derivecs usuollos

L'intervaliel  Fonctionfdéfiniesurl  Fonction dérivée {* defsurl
IR fix)=a AaelR {'(x)=0
IR flzl=ax+b .abeIR Flx)ua
__ ) IR X 11(%) = -1
.' ‘ ; x X"
tuniTests_ tn IR f(x)=¥"neZ f(x) = nx™"
. - L | ‘
liafy cloloe IR 1(x) = Jx is) = o
IR fix)=coslax+b) (%)= -asinfax+b)
IR fix)=sinlax+b) M'ix)=acoslax+b)
IR ;—*REHEZ} Mx) =tanx x =14 lan® x

*» Régles génédrales do ditermination des fonctions dérivées
Solent u el v deux fonctions dérivables sur un intervalle |

~ Fonction fdéfinie surl  Fonction dérivé 1' defsurl
Uxy u'x v+ Uxy
u" neZ nxusu™!
u Uy =uxy'
v v
ul
Ju E‘Ju
usv wi(u'av)
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Extrama

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | et X, un réel de |. s la fonction dérivée ' s'annule
&l change de signe en X, alors f admet un extremum local en X, &gala f(x, )

Interprétation graphique

La fonction f est dérvable sur un intervalle | La courbe ‘Cf est lisse
% ed La pente (le coefficent directeur) de la tangente
(%) =2 a ‘61 au point d'abscisse x, esta
M%) =0 ‘f posséde une tangente horizontale en X,
= . . ‘©f possiéde deux demi-tangentes de directions
(%)= 1 (x,) différentes en M{x,.f(x,)) : M est un point
anguleux

“f posséde une demi-langente verticale au

point M({x,(x, ))

Le point M(x,.f{x,)) est un point dinflexion de
| %t

Parité

=  Une fonction I est dite paire si pour loul réal x de Df, ona -x« O el [{-x) = lx)

= Une fonction [ est dite impaire si pour toutréel xde Df, ona -x e Dl et M{-x)= -{(x)

= La courbe d'une fonclion paire, dans un repére orthonormd, est symélrique par rapport 4 l'axe des
abscissas
= La courbe d'une fonclion impaire, dans un repére orthonormeé, est symeélrique par rapport a l'origine

Périodicitg
Soit f une fonction définie sur IR et T un réel strictemeant positl. La fonction [ es| périodique da périoda
Telpourtoul rdelx, f(x+T)=1(x)

Axe de symétrie

Soit I une fonclion définie sur D el soil la droite A dégualionA:x = a. La droile A est un axe de
symétrie de la courbe de [ si, el seulement si :

« Pourtot xeD,(2a-xleD

e Pourtoul xeD, f{2a-x)="((x)

Contre de symétrie

Solent f une fonction définie sur D et un point £2(a,b). £ est un centre de symétrie de la courbe de f
s, el seulement si

s Pourtot xeD, (2Za-x)eD

s Pourlout xeD, M2a-x)=2b-1(x)

Branches infinles tuniTests_tn
= Silimf(x) == (éventuallement lim [(x) == ou lim f(x) == )alorsladroite Atx=a estune |45, <>l

asymplole a la courbe de f
= 5 Il_mfl[:]=a alors la droite Ay = a estune asymplole & la courbe de 1

= Silimfix)-(ax+b)=0 alorsladroite Ay =ax+b est une asymplole i |a courbe de f

I'axe des ordonnées
fix)

= Si !I.n]ﬁxl = @l IJmT = 0 alors la courbe de { posséde une branche parabolique de direction

l'axe des abscissas

= Silimfix)==« st !'T”TH”' alors la courbe de f posséde une branche parabolique de direction

-
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J Etude des branches Infinles L

limf{x)=b | Ay = b estune asymptole

horizostale do (. au voisinagede . Une branche parabolique de
. : - — Ldlm:-'h‘nn. i‘mmm:

fix)

Hm —— =0
(T l

AlY = ax+b esluno

lim{(x) == tim[f(x)-(ax+6)] =0 w asymplote & { au voisinage
' do .
Y, P’
"mw O
i as I
direction I'axe des ordonndes

aetb sonl deux réellelque a =0

k Fonctions polynbmes ot fonctions rationnelles

= Toute fonction polyndme est définie, continue et dérivable sur IR
= Toule fonction rationnelle ast continue et dérivables sur son domaine de définition

* Position relative do doux courbes
= Pour étudier la position relative des courbes I': y = f{x) el I'": y = g(x) on étudie le signe de
flx)-glx) :
Signe de 1(x)-g(x)

= Y 1 N e T T P ey Y
Pasition relalive de ' el I

e -
I' estau-dessusde '’ I' est pu-dessous de I'*

s Linlersection des courbe iy = ({x) el I':y = gix) a5l 'ensamiie des poinis de I” (ou ") donl
les abscisses sont solutions de I'égquation fix) = glx)

* Lecturs graphiguo

1 G

Une Branchae parabolique do direction rd
Faxo dos ordonndes au volsinago de Fy
—~wdane lim fix)=-= o La penla de la
il v dmtﬁTﬁl L1l
tim 11X
.
T;' : T out tangent & (1 aw
! ' point d'abscisse 0 donc ln
L
m 7€ 11 pento do T st 1°(0)
tuniTests tn La cowrtss do | coupe |'axe des t4
abscisses en Bdone f(x, )= 0 |* -
oy el>l>s , .

on A (x, .y, ) donc
(. )=0 J

Une tangenia horizontals /FY A s
¥
r
&

W

Ladroite A .y = 2 asiung
azympioln au voisinaga da + o
mlllfqtl:i- 2
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F Théoréme dos accroissements finis

Solent deux réels a et b tel que a < b. Sif est une fonction continue sur un intervalle [a.b) et
dérivable sur Ja,b| alors |l existe au moins un réel ¢ appartenant & Ja,b[ tel que 1'(c) =w
Géométriquement cela signifie qu'en au moins un point de la courbe de I, il existe une langente da

coefficient direcleur ﬂt‘;{-’ai“—’ Clest-a-dire paralitle 4 la droile (AB) avec Ala,f(a)) et B(b.f(b))

* Inogalitos des acoroissomants finis

Si f est une fonction dérvable sur un intérvalle | de IR et 87| exisle dewx constanles m et M lelles que

pourtout xdel, m<{'(x) <M alors pourtous réelsaelbde |, lelsque a<b ona:
mib-al=sfib)-l{a)sMib-a)

Si I est une fonction dérivable sur un intervalle | de IR et s'il exisle un réel k > 0 leis que poul tout x de

I, [f*{x)] <k alors pourtous réels aetbde lona [f{b)-fla) <klb-al

* Theoreme do la bijection

Si [ es! une fonction strictement monotone sur un intervalle | de IR alorson a :
= La fonction [ réalise une bijection de | sur T11)
» Lafonction réciproque 7', de f, a le méme sens de variation que |
» Pourtout xde letpourtoutyde i} ona: y=fix)e=x=1"(y)
» Side plus, f est continue sur | alors 1" es! conlinue sur l alors ™' esl conlinue sur J = 1(])

= Les courbes représentatives de f et ', dans un repére orthonormé du plan, sont symétriques
par rapport & la premidre bissectrice Ay = x

I .
i
Courbe de Ia fonction 1 g La drolte d'équati
a -*.r rolte o aton
_\5 r%' y=%

(La premiéro bissectrica)

tuniTests_tn

lia®y el

Courbe de la fonclion |

¥
—

k Dérivea de la fonclion réciproque

Soit f une bijection d'un intervalle | de IR sur J = (1) . Soit un réel x, delet y, = f(x,).Silesl
dérivable en X, et {'(x, ) » 0 alors Ia fonction réciproque [*' de f est dérivable en y,etona:

=1 ¥ = 1 = 1
Wye )= 750 ({1 (v, ))

Soil une bijection d'un intervalle | de IR sur J = ((1). Si [ as! dérivable sur | et 1 ne s'annule pas sur |

alors la fonction réciproque ™' de f est dérivable sur Jetona: (17')' = '1l'"

* Fonclion primitive d'wne fonction continue

F est une primitive de f sur l'intervalle | si, el seulement si, F est dérivable sur | et pourtout x < lona
F'ix)=1(x)

= Toule fonclion conlinue sur un intervalle | admet des primitives sur |

5i F ast une primitive de f alors F +« ¢, avec o una constanie réelle, est une primitive da
Toute fonclion f continue sur un intervalle | admet une unique fonclion prAmitive sur | lella que
Flal=b
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* Opérations sur les fonctions primitives
Soenl I el g deux fonclions continues sur un inlervalle | el deux réels @ el i, Si F el G sonl
respectivement deux fonctions primitives de f et g sur | alors aF + G esl une primitive de la fonclion

afl +pg surl

» Primitives usuelles

| Lintervalle | - Fonction f définie sur|  Fonction primitive F de fsurl
iR Xxera aelR X ax+ocelR
iR X»ax aalR xn—r%ax‘ +ecelR
IR K-+ %" neZ II—!-—-:I—-f"+¢.L‘-EIH
n+1
1 1
IR !Hx’ x -;+c.-:eiﬂ
1
L, xH—‘-‘— L
IR T % 2Jx +6.celR
ir X -3 COS X X -5 5INX
IR ® - &inx X -COSX
= 1
IR'l'rE-Hm.I:EZ} XEd ey x—tanx+ccelR
1
IR\ [k, kaZ] !:-—-E,—I- X -ootanx+ccelR
e X+ coslax+b) 1
tuniTests | x—+—ginlax+bl+ccelR
uniiTests. b 3 azlR" belR HE [ i
Loy cl>lng %+ sinlax +b) 1
- : IR X+ -=cos{ax+bl+ccelR
aslR belR a G
]
u-n{“ln anrb-ithrtl xr-ﬂfr.aln’l.aufhfl ST S
keZ aclR" belR a
IRV[x<IR [ ax+b =ks| X = 1+ cotan’ (ax + b) :H—%Dﬂlanl'.mHhHl:.{:Elﬂ
ke & aclR belR

* Régles générales de détermination des fonclions primilives

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalla |
Fonction f définie sur | Fonction primitive F do f surl

u'v+uy' F=uv+ocelR
o, neZ\l-1) F=—l_u™iccelR
n+1
u' 1
v ‘;*ﬂ-tﬂ-lﬁ
L 2Ju IR
o U+Lce
L :uu' YiceclR
v v
(w'sulu Iv=u)l+ccelR

DES ERREURS A EVITER

= Une fonction [ dérivable & droite et dérivable & gauche en X, n'est pas forcement dérivable en x,

* Ne pas croire que s! une bijection f est dérivable sur un intervalle | alors 1" est dérivable sur T(1) - #
faut que 1* soll non nul sur |

= Ne pas croire que si fin'est pas paire alors efle est impaire ; On a des fonctions paires, des fonctions
impaires et des lonclions ni paires ni impaires
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